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Resumen
La gráfica de control T2 de Hote  lling se ha empleado amplia  mente para iden  ti  ficar
señales fuera de control en procesos multi  va  riados. Sin embargo, esta gráfica no es
sensible a cambios pequeños en el vector de medias del proceso. En este trabajo se
propone una gráfica de control para iden  ti  ficar señales fuera de control. La gráfica
propuesta es una combi  na  ción de la gráfica T2 de Hote  lling, la gráfica M propuesta
por Hayter et al. (1994) y una nueva gráfica basada en Compo nentes Prin ci pales. La
combi  na  ción de las tres gráficas permite iden  ti  ficar cual  quier tipo y magnitud de
cambio en el vector de medias del proceso. Por medio de simu  la  ción y la Longitud
Promedio de Corridas (ARL), se evalúa la eficiencia de la gráfica  propuesta. El ARL 
indica el número promedio de puntos dentro de control antes de encon trar un punto
fuera. Los resul  tados de la simu  la  ción mues  tran que la gráfica propuesta es más  
sensible   que    cada   una   de   las   tres   gráficas   en   forma   indi vi dual.
Descrip tores:  procesos  multi va riados, T
2 de  hotelling, compo  nentes princi  pales,
ARL,   gráfica    de   control   M.
Abstract
The Hotelling´s T2 con  trol chart is widely used to iden  tify out-of-con  trol sig  nals in
multivariate pro  cesses. How  ever, this chart is not sen  si  tive to small shifts in the pro  cess mean
vec  tor. In this work we pro  pose a con  trol chart to iden  tify out-of-con  trol sig  nals. The pro  posed
chart is a com bi na tion of Hotelling’s T2 chart, M chart pro posed by Hayter et al. (1994) and a
new chart based on Prin ci pal Com po nents. The com bi na tion of these charts iden ti fies any type 
and size of change in the pro  cess mean vec  tor. Us  ing sim  u  la  tion and the Av  er  age Run Length
(ARL), the per  for  mance of the pro  posed con  trol chart is eval  u  ated. The ARL  means the
inge
n
i
e
ría
INVESTIGACIÓN 
Y TECNOLOGÍA
1 Mediante proyecto espe  cial con la Univer  sidad Autó  noma Agraria Antonio Narro.av  er  age points within con  trol be  fore an out-of-con  trol point is de  tected,   The re  sults of the sim  u  la  -
tion show that the pro posed chart  is more sen si tive that each one of the three charts in di vid u ally.
Keywords: Multivariate pro  cesses, hotelling’s  T
2,  principal components analysis, ARL, M
control chart.
Intro duc ción
Cuan do  la  ca li dad  de  un  pro duc to  ma nu fac tu ra do  se
con tro la  me dian te  una  so la  ca rac te rís ti ca,  la  grá fi ca  de
con trol  de  Shew hart  es  am plia men te  uti li za da  (Lowry
et al.,  1995).  Sin  em bar go,  cuan do  es  ne ce sa rio  con tro lar 
la  ca li dad  del  pro duc to  me dian te  p>1  ca rac te rís ti cas  de
ca li dad,  es  con ve nien te  con si de rar las  si mul tá nea men te; 
ya que el uso de p  grá fi cas  de  con trol  uni va ria das  (una
por va  ria  ble) de Shew  hart es un en  fo  que no ra  zo  na  ble,
sien do  que  no  con si de ra  la  co rre la ción  que  usual men te
exis  te en  tre las va  ria  bles de es  te ti  po (Ne du ma ran  et al.,
1998).  Ade más,  se ría  com pli ca do  con tro lar  el  error  ti po
I glo  bal (Ne du ma ran  et al., 1998; Hay  ter  et al., 1994).
Ha rold  Ho te lling  ini cia  en  1947  el  con trol  es ta dís ti -
co  de  pro ce sos  mul ti va ria dos,  pro po nien do  una  grá fi ca
de con  trol que ac  tual  men  te lle  va su nom  bre. La cons  -
truc  ción de és  ta se ba  sa en la can  ti  dad T2, que en su ver  -
sión  po bla cio nal  se  pue de  de fi nir  co mo  si gue;  sien do
una  po bla ción  nor mal  p-va  ria  da con vec  tor de me  dias m
y  ma triz  de  co va rian zas  S>0,  la  va ria ble  alea to ria  T2  de
Ho te lling  que da  de fi ni da  me dian te  la  ex pre sión:
T X X
2 1 = - ¢ -
- ( ) ( ) m m S (1)
Esta  for ma  cua drá ti ca  en  S
-1mi de  la  dis tan cia  es ta -
dís ti ca  en tre  cual quier  vec tor  alea to rio  Xi  de la po  bla  -
ción y su vec  tor de me  dias. Cuan  do m y S son co  no  ci  -
dos, se pue  de de  mos  trar (John  son et al., 1998) que T2  se
dis tri bu ye  co mo  una  c
2  cua dra da  con  p gra  dos de li  ber  -
tad.  Cuan do,  co mo  ge ne ral men te  ocu rre,  tan to  m co  mo
S son des  co  no  ci  das es de  sea  ble con  tar con una ver  sión
mues tral  de  T2. Sien  do X Xn 1 ,...  una mues  tra de n vec  -
to res  alea to rios  que  pro vie nen  de  una  po bla ción  nor mal
p-va ria da  con  me dia  m y ma  triz de co  va  rian  zas S,  és  tos
son  es ti ma dos  por  X y S,  res pec ti va men te,  y
T X X S X X
2 1 = - ¢ -
- ( ) ( ) (2)
de fi ne  la  ver sión  mues tral  de  T2  en  (1).  En es  te ca  so se
tie ne  que
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De aquí en ade  lan  te, cuan  do se men  cio  ne a la T2 nos
re fe ri re mos  al  es ta dís ti co  en    (2). 
La im  ple  men  ta  ción de una grá  fi  ca de con  trol se rea  li  -
za en dos fa  ses. En la fa  se I se de  fi  ne la ba  se his  tó  ri  ca de
da tos  o  dis tri bu ción  de  re fe ren cia. A par  tir de és  ta se es  ti  -
man los pa  rá  me  tros per  ti  nen  tes. En la fa  se II se eva  lúa
el  com por ta mien to  ac tual  del  pro ce so  con  res pec to  a  la
dis tri bu ción  de  re fe ren cia.  Pa  ra cons  truir la grá  fi  ca de con  -
trol T2 de Ho  te  lling, de la dis tri bu ción  de  re fe ren cia  se cal  -
cu lan  X  y  S. El lí  mi  te de con  trol, LC, se de  fi  ne pa  ra un
ni vel  de  sig ni fi can cia  da do  a co  mo el cuan  til 1-a, de la
dis tri bu ción  en  (3).  Pa ra  ca da  pro duc to  se lec cio na do  del
pro ce so  se  mi den  las  p  ca rac te rís ti cas  de  ca li dad  y  se  ob -
tie ne  su T2,  si es  te va  lor es me  nor que el LC el pro  ce  so
se  de cla ra  den tro  de  con trol,  ca so  con tra rio  se  de cla ra
fue  ra de con  trol in  di  can  do que el pro  ce  so se ale  ja de la
dis tri bu ción  de  re fe ren cia  y  es  de sea ble  iden ti fi car  las  cau -
sas de la se  ñal de fue  ra de con  trol.  La grá  fi  ca T2 con tro la
cam  bios en el vec  tor de me  dias su  po  nien  do que la ma  -
triz de co  va  rian  zas del pro  ce  so es igual a la ma  triz de co  -
va rian zas  de  la  dis tri bu ción  de  re fe ren cia.  Pa ra  con sul tar
los  de ta lles  téc ni cos  re fe ri mos  al  lec tor  a  Ma son  et al.
(2001). 
Aun que  ac tual men te  la  grá fi ca  de  con trol  T2  es una
de las más usa  das en el CEP  mul ti va ria do  (Umit  et al.,
2001),  (Prins  et al., 1997), és  ta tie  ne las si  guien  tes
desventajas: 
1) La gráfica identifica señales fuera de con  trol, pero
no identifica las vari  ables causantes de la señal, 
2)  Es in  sen  si  ble a cambios pequeños en el vec  tor de
medias del proceso (Low  ry et al., 1992, 1995),  
3)  Es in  sen  si  ble a cambios individuales en una com  -
po  nente o un subconjunto de ellas (Hawkins,
1991) y
4)  Pierde sensibilidad a medida que el número de
vari ables,  p, se incrementa (Ye  et al., 2006). 
Un  en fo que  uti li za do  en  el  CEP  mul ti va ria do  pa ra
de tec tar  se ña les  fue ra  de  con trol  e  iden ti fi car  las  va ria -
bles  cau san tes  de  és tas,  es  usar  Com po nen tes  Prin ci pa -
les (CP)  y  el  es ta dís ti co  T2  (Jack  son, 1991). Asu  mien  do
que se tie  nen p  va ria bles  x x x p 1 2 , ,... , pa  ra ca  da uno de n
vec to res  alea to rios,  el  i-ési mo  com po nen te  prin ci pal 
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Z a x a x a x i i i ip p = + + + 1 1 2 2 ...  es una com  bi  na  ción li  neal
de las  p  va ria bles  x x x p 1 2 , ,...  y tie  ne va  rian  za li.  Los
coe fi cien tes  a a a i i ip 1 2 , ,...,  son da  dos por el i-ési  mo vec  -
tor pro  pio y li es el i-ési  mo va  lor pro  pio de la ma  triz de
co va rian zas  o  de  co rre la cio nes  de  mo do  que 
l l l
1 2 ³ ³ ³ ... p  (John son  et al., 1998).  
El  es ta dís ti co  T2  pue de  re pre sen tar se  en  for ma  equi -
va len te  en  fun ción  de  los  com po nen tes  prin ci pa les
como:
T
Zi
i i
p
2
2
1
=
= å l
, (4)
don de  Z a X X i i i = - ( )  es  el  i-ési mo  com po nen te  prin ci -
pal  cal cu la do  so bre  la  ba se  de  los  da tos  cen tra li za dos.
Cuan  do la grá  fi  ca de con  trol T2 en (4), iden  ti  fi  ca una se  -
ñal fue  ra de con  trol, al me  nos un Z1 es  tá fue  ra de con  -
trol, por lo tan  to, el com  po  nen  te prin  ci  pal  | | Zi  má xi mo
es  usa do  pa ra  iden ti fi car  las  va ria bles  fue ra  de  con trol.
Al  res pec to,  exis ten  al  me nos  dos  pos tu ras  di fe ren tes;
por una par  te, Haw  kins (1991) men  cio  na que los com  -
po nen tes  prin ci pa les  no  tie nen  una  in ter pre ta ción  prác -
ti  ca en fun  ción de las va  ria  bles ori  gi  na  les; por la otra,
Chen et al., (2001), afir  man que en al  gu  nos ca  sos la
com bi na ción  de  va ria bles  de  un  com po nen te  prin ci pal
pro por cio na  una  des crip ción  más  cla ra  del  pro ce so  que
las  va ria bles  in di vi dua les.
Pa  ra de  tec  tar cam  bios pe  que  ños en el vec  tor de me  -
dias y así ob  te  ner una sen  si  bi  li  dad ma  yor que la grá  fi  ca
T2 se han pro  pues  to las grá  fi  cas de con  trol mul  ti  va  ria  -
das  de:  Pro me dios  Mó vi les  Pon de ra dos  Expo nen cial -
men te,  MEWMA  y  Su mas  Acu mu la das,  MCUSUM. Sin 
em bar go,  es tas  grá fi cas  no  son  sen si bles  a  cam bios  gran -
des en el vec  tor de me  dias (Mont  go  mery, 2001). Por lo
an te rior,    al gu nos ex per tos re co mien dan  uti li zar  en  con -
jun to  una  grá fi ca  T2  de Ho  te  lling con una grá  fi  ca
MEWMA o MCUSUM  pa ra  de tec tar  cual quier  mag ni -
tud de cam  bio en el vec  tor de me  dias del pro  ce  so.
Hay ter  et al.  (1994)  de sa rro lla ron  una  grá fi ca  de  con -
trol pa  ra iden  ti  fi  car se  ña  les fue  ra de con  trol y las va  ria  -
bles cau  san  tes de és  tas. La grá  fi  ca es  tá ba  sa  da en el es  ta  -
dís ti co  M definido como:
M
x x
s
j
ij j
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=
-
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don de  xij  es  la j-ési ma  com po nen te  del  i-ési mo  vec tor
ob ser va do,    x J y sjj son la j-ési  ma com  po  nen  te del vec  -
tor de me  dias es  ti  ma  do y el ele  men  to jj de la ma  triz de
co va rian zas  es ti ma da,  res pec ti va men te.  Si  el  es ta dís ti co 
M es ma  yor que un va  lor crí  ti  co Cr, el pro  ce  so se de  cla  ra 
fue ra  de  con trol  y  se  re co mien da  exa mi nar    p  grá fi cas  de 
con trol  uni va ria das  pa ra  iden ti fi car  las  va ria bles  cau -
san  tes de la irre  gu  la  ri  dad. Cr es una fun  ción de la ma  -
triz  de  co va rian zas  de  la  dis tri bu ción  de  re fe ren cia  y  su
va lor  se  pue de  ob te ner  de  ta blas  dis po ni bles  en  Odeh  et
al.  (1982)  o    es ti mar lo  me dian te  si mu la ción. 
La des  ven  ta  ja de es  te en  fo  que es que si en el vec  tor ob  -
ser  va  do del pro  ce  so se ge  ne  ra un cam  bio en las va  ria  bles 
en  sen ti do  opues to  al  iden ti fi ca do  en  la  dis tri bu ción  de
re fe ren cia,    el  es ta dís ti co  M no de  tec  ta  rá la se  ñal fue  ra
de con  trol (Chen et al., 2001). 
Lo an  te  rior, se pue  de ob  ser  var en la fi  gu  ra 1 que mues  -
tra  una  co rre la ción  po si ti va  en tre  las  va ria bles.  Si  un
vec  tor se mue  ve en sen  ti  do opues  to al in  di  ca  do en la
dis tri bu ción  de  re fe ren cia  (co rre la ción  po si ti va),    área  B, 
el pun  to no es de  tec  ta  do por los lí  mi  tes de con  trol de la
grá fi ca  M que son las lí  neas en pun  tos grue  sos de la fi  -
gu ra  1.
Con si de ran do  las  des ven ta jas  que  la  grá fi ca    T2 tie  ne
pa ra  iden ti fi car  pe que ños  cam bios  en  el  vec tor  de  me -
dias (Lowry et al.,  1992)  e  iden ti fi car  cam bios  in di vi dua -
les en una com  po  nen  te o un sub  con  jun  to de com  po  -
nen  tes del vec  tor de me  dias (Haw  kins, 1991) y la des  -
ven ta ja  que  la  grá fi ca  M  tie ne  pa ra  iden ti fi car  cam bios
en  las  va ria bles  en  sen ti do  opues to  al  iden ti fi ca do  en  la
dis tri bu ción  de  re fe ren cia,  Chen  et al. (2001), en es  te
tra  ba  jo se propone una grá  fi  ca de con  trol pa  ra iden  ti  fi  -
car cualquier tipo y magnitud de cambio en el vector de
medias.
La  grá fi ca  de  con trol  pro pues ta  es tá  ba sa da  en  un
nue vo  es ta dís ti co  lla ma do  es ta dís ti co  Y,  de fi ni do  co mo
el  má xi mo  de  los  va lo res  es tán dar  ab so lu tos  de  los  com -
po nen tes  prin ci pa les  del  vec tor  alea to rio  Xi. 
Al  com  bi  nar es  ta grá  fi  ca  con las grá  fi  cas T2 y M, se
me jo ra  el  de sem pe ño  en  la  de tec ción  de  se ña les  fue ra  de
con trol.  Una  grá fi ca  de  con trol  ba sa da  úni ca men te  en  el 
es ta dís ti co  Y, es más sen  si  ble que las grá  fi  cas T2 y M,
pa  ra de  tec  tar pe  que  ños cam  bios en el vec  tor de me  dias
del  pro ce so.    Por  ejem plo,  co mo  se  co men ta rá  pos te rior -
men  te, el área A en la fi  gu  ra 1 es una zo  na pa  ra la cual
las  grá fi cas  T2 y M no de  tec  ta  rán pun  tos fue  ra de con  -
trol, pe  ro la grá  fi  ca Y si lo ha  rá. 
Al  con si de rar  en  for ma  si mul ta nea  los  es ta dís ti cos 
T2,  M y Y, se ob  tie  ne una nue  va grá  fi  ca de con  trol com  -
bi na da  que  lla ma re mos  grá fi ca  TMY, la cual tie  ne el
pro pó si to  de  in cre men tar  la  sen si bi li dad  pa ra  de tec tar
cual  quier mag  ni  tud de cam  bio en el vec  tor de me  dias
del  pro ce so.  Se  si mu la  un  pro ce so  ba jo  di fe ren tes  es ce -
na  rios de ope  ra  ción y se uti  li  za  ARL  co mo  cri te rio  de
de sem pe ño  de  la  grá fi ca  pro pues ta.  Los  re sul ta dosmues  tran que la grá  fi  ca TMY  res pon de  más  rá pi da men -
te que ca  da una de las tres grá  fi  cas en for  ma in  di  vi  dual.  
Gráfica de control Y
De acuer  do con Jack  son (1991), cuan  do la grá  fi  ca de
con trol  T 2 iden  ti  fi  ca una se  ñal fue  ra de con  trol, el com  -
po nen te  prin ci pal    en (4) es usa  do pa  ra iden  ti  fi  car las
va ria bles  fue ra  de  con trol. 
A di  fe  ren  cia de es  te en  fo  que, en es  ta sec  ción se pro  -
po ne  una  nue va  grá fi ca  pa ra  iden ti fi car  se ña les  fue ra  de
con trol,  ba sa da  en  el  es ta dís ti co  Y  de fi ni do  co mo  el  má -
xi mo  del  va lor  ab so lu to  de  los  p  com po nen tes  prin ci pa -
les  es tan da ri za dos,  es to  es:   
Y Max Z i i = | | (5)
Pa ra  un  pro ce so  nor mal  mul ti va ria do,  los  com po -
nen tes  prin ci pa les  Zi en  (4), se dis  tri  bu  yen co  mo una
nor mal  es tán dar  (John son  et al., 1998).  Uti li zan do  teo -
ría  ele men tal  de  trans for ma cio nes,  la  fun ción  de  den si -
dad  de  pro ba bi li dad  del  es ta dís ti co  Y  se expresa en
forma general como: 
f y p F y f y Y Z
p
z ( ) [ ( ) ] ( ), = -
- 2 1 2
1 (6)
don de  F y Z( )  y  f y Z( ) son la fun  ción de dis  tri  bu  ción acu  -
mu la da  y  la  fun ción  de  den si dad  de  pro ba bi li dad  de  Z,
res  pec  ti  va  men  te, por lo que la ecua  ción 6 pa  ra el ca  so
nor mal  se  re du ce  a:
f y p z z Y
p ( ) [ ( ) ] ( ) = -
- 2 1 2
1 F f (7)
Pa ra  cal cu lar  el  lí mi te  de  con trol,  LC,    del  es ta dís ti co
Y  pa  ra un error  ti  po I de ta  ma  ño a, hay que en  con  trar
el va  lor de LC tal que la in  te  gral de la fun  ción f y Y( ) en
(7)  sea 1-a, es  to es, P(Y£ LC)=1-a. En el ca  so de que los 
da tos  no  se  dis tri bu yan  en  for ma  nor mal  mul ti va ria da,
se  pue den  uti li zar  téc ni cas  de  re mues treo  pa ra  es ti mar
el  LC de Y.    El  pro ce di mien to  pa ra  cons truir  la  grá fi ca  de 
con trol  Y  es el si  guien  te:
1. Estimar los parámetros del proceso,m y S a partir
de la distribución de referencia.
2. Calcular el límite de con  trol, LC, de Y.
3. Para cada nueva observación calcular el
estadístico  Y.
4. Si el estadístico Y es menor que el LC, el proceso
está dentro de con  trol.
5. Si el estadístico Y es mayor o igual al LC, el
proceso está fuera de con  trol.
En la si  guien  te sec  ción se pre  sen  ta un ejem  plo pa  ra
mos trar,  me dian te  si mu la ción,  có mo  se  de sem pe ña  una 
grá fi ca  de  con trol  Y. A la vez se com  pa  ra su sen  si  bi  li  dad
con las grá  fi  cas T2 y M.
Desem  peño de la gráfica Y, y compa  ra  ción
de la sensi  bi  lidad de las gráficas T2 , M y Y
Pa ra  com pa rar  el  de sem pe ño  de  la  grá fi ca  Y con las grá  -
fi cas  T2  y  M, se uti  li  za el ejem  plo pro  pues  to por Hay  ter
et al. (1994), en el cual se su  po  ne te  ner un pro  ce  so nor  -
mal  bi va ria do  con  m   y  S  co no ci dos.  Da da  la  ma triz  S, se 
cal  cu  lan los vec  to  res y va  lo  res pro  pios. Con los pri  me  -
ros  se  pue den  cons truir  los  com po nen tes  prin ci pa les
mien tras  que  los  se gun dos  pro por cio nan  las  va rian zas
res  pec  ti  vas de los mis  mos. En un am  bien  te de si  mu  la  -
ción se ge  ne  ran m vec  to  res alea  to  rios, m gran  de, de don  -
de se pue  den es  ti  mar los va  lo  res me  dios de los p com  po  -
nen tes  prin ci pa les.  Se  cal cu lan  los  lí mi tes  de  con trol  pa -
ra las tres grá  fi  cas con  si  de  ran  do un error ti  po I de
0.0027. El lí  mi  te de con  trol pa  ra la grá  fi  ca T2 es el va  lor
de c2 con dos gra  dos de li  ber  tad y es igual a LC=11.8290.
El lí  mi  te de con  trol pa  ra la grá  fi  ca M se ob  tie  ne de la
for  ma que lo pro  po  ne Hay  ter et al. (1994). De la ma  triz
de  co rre la cio nes  ob te ni da  de  S, se si  mu  la el pro  ce  so con
m=100,000  ré pli cas,  pro por cio nan do  un  Cr=LC=3.1729.
Pa ra  cal cu lar  el  lí mi te  de  con trol  pa ra  la  grá fi ca  Y, bas  ta
in  te  grar la fun  ción en (7) tal que P(Y£ LC)=1-a. Rea  li  -
zan do  es te  aná li sis  y  con si de ran do    p=2  va ria bles,  el lí  -
mi te  de  con trol  pa ra  el  es ta dís ti co  Y es 3.2049. 
En la fi  gu  ra 1, la elip  se re  pre  sen  ta el  lí  mi  te de con  -
trol  pa ra  el  es ta dís ti co  T2.  Rees ca lan do  a  las  va ria bles
ori gi na les,  el  rec tán gu lo    de li mi ta do  por  lí neas  con    pun -
tos gran  des re  pre  sen  ta  los lí  mi  tes de con  trol pa  ra el es  -
ta dís ti co  M  y  el  rec tán gu lo  in cli na do  de li mi ta do  por  lí -
neas  con    pun tos  pe que ños,  re pre sen ta  los  lí mi tes  de
con trol  pa ra  el  es ta dís ti co  Y.  
Se ge  ne  ran 1000 vec  to  res alea  to  rios, los cua  les se re  -
pre  sen  tan en la fi  gu  ra 1 en con  jun  to con las áreas crí  ti  -
cas ba  jo las cua  les las tres grá  fi  cas, T2, M y Y,  in  di  can se  -
ña  les fue  ra de con  trol. Pa  ra cual  quier vec  tor que se en  -
cuen  tre en el área B, la grá  fi  ca T2  in di ca rá  una  se ñal  fue -
ra de con  trol, pe  ro no lo ha  rá la grá  fi  ca M. Por el
con  tra  rio, to  do aquel vec  tor que se en  cuen  tre en las
áreas C y F, la grá  fi  ca M   in di ca rá  una  se ñal  fue ra  de
con trol,  pe ro  la  grá fi ca  T2 no lo ha  rá. No obs  tan  te, es  tas
di fe ren cias,  Hay ter  et al., (1994)  afir  man que la efi  cien  -
cia  de  am bas  grá fi cas  pa ra  de tec tar  se ña les  fue ra  de  con -
trol, cuan  do el pro  ce  so  se en  cuen  tra den  tro de con  trol,
es muy si  mi  lar en tér  mi  nos de ARL. De la mis  ma fi  gu  ra, 
se ob  ser  va que las grá  fi  cas  T2 y Y son más sen  si  bles que
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la  grá fi ca  M pa  ra de  tec  tar cam  bios en las va  ria  bles en di  -
rec ción  opues ta  al  iden ti fi ca do  en  la  dis tri bu ción  de  re -
fe  ren  cia (área B).  En es  te sen  ti  do, se pos  tu  la que Y es
más  efi cien te  que  T2  pa ra  de tec tar  pe que ños  cam bios  en 
el vec  tor de me  dias (área A).  Por otro la  do, se pos  tu  la
que la grá  fi  ca M es más efi  cien  te que las grá  fi  cas T2 y Y
para detectar cambios en las variables cuando éstas se
incrementan o disminuyen en una misma dirección,
áreas C y D.
Pa ra  eva luar  la  sen si bi li dad  de  ca da  grá fi ca  de  con -
trol  y  ve ri fi car  los  pos tu la dos  arri ba  enun cia dos,  se
usa  el  ejem plo  men cio na do  an te rior men te  y  se  rea li za 
una si  mu  la  ción con el pro  ce  so ba  jo con  trol y fue  ra de
con trol. 
Pa ra  si mu lar  el  pro ce so  fue ra  de  con trol  se  uti li zan
ocho  di fe ren tes  es ce na rios  de  cam bio  en  el  vec tor  de
me  dias. La mag  ni  tud del cam  bio  en el pro  ce  so, se mi  de
por  me dio  del  pa rá me tro  de  no  cen tra li dad  l  (Lowry et
al., 1992), el cual se expresa como:
l m m = - ¢ -
- [( ) ( )] X X i i S
1 1
2
Pa  ra ca  da uno de los es  ce  na  rios, la si  mu  la  ción se rea  -
li  za con 50,000 vec  to  res in  di  vi  dua  les. Las ta  blas 1 y 2
mues  tran los ARL cuan  do las me  dias de las dos va  ria  -
bles se in  cre  men  tan en la mis  ma di  rec  ción y cuan  do las
me  dias de las dos va  ria  bles se mue  ven en di  rec  ción
opues ta  (la  co rre la ción  po si ti va  es pe ra da  en tre  las  va ria -
bles  cam bia),  res pec ti va men te.  Cuan do  un  pro ce so  se
en  cuen  tra ba  jo con  trol, es de  sea  ble que su ARL sea má  -
xi  mo y cuan  do el pro  ce  so es  tá fue  ra de con  trol, es de  sea  -
ble que su ARL sea mí  ni  mo pa  ra que iden  ti  fi  que más rá  -
pi da men te  las  con di cio nes  fue ra  de  con trol  (Sheu  et al.,
2003-2004).
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Figura 1. Regiones críticas para los estadís  ticos T2, M y Y
Tabla 1. Compor  ta  miento de ARL para los estadís  ticos T2, M y Y  (Medias se incre  mentan en una misma direc  ción)
Estadístico l
0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
T2 371.07 249.90 228.31 65.78 22.52 9.07 2.54 1.29 1.04
M 369.04 227.27 169.49 52.91 16.83 7.14 2.25 1.23 1.03
Y 371.74 277.77 232.55 66.66 22.47 8.83 2.37 1.24 1.03
Tabla 2. Compor  ta  miento de ARL  para los estadís  ticos T2, M y Y (Medias se incre  mentan en direc  ción opuesta)
Estadístico l
0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
T2 371.07 290.68 185.87 57.67 23.26 8.89 2.47 1.30 1.04
M 369.04 304.87 259.06 129.20 77.88 42.62 14.28 5.69 2.65
Y 371.74 308.64 180.50 55.49 22.04 8.29 2.28 1.26 1.03De los re  sul  ta  dos de la si  mu  la  ción (ta  blas 1 y 2),
cuan  do el pro  ce  so es  tá ba  jo con  trol, no exis  te una grá  fi  -
ca, de las tres ana  li  za  das, que sea más sen  si  ble que las
otras dos. Este re  sul  ta  do es con  gruen  te con el en  con  tra  -
do por Hay  ter et al. (1994) quie  nes re  por  tan que cuan  do 
el pro  ce  so es  tá ba  jo con  trol, no hay una di  fe  ren  cia cla  ra
en tre  la  sen si bi li dad  de  las  grá fi cas  T2  y  M. Cuan  do el
pro  ce  so es  tá fue  ra de con  trol con las me  dias de las va  ria  -
bles  in cre men tán do se  en  una  mis ma  di rec ción  (ta bla  1), 
la  grá fi ca  M  res pon de  más  rá pi da men te  que  las  otras
dos.  Cuan  do el pro  ce  so es  tá fue  ra de con  trol  con las
me dias  de  las  va ria bles  cam bian do  en  sen ti do  opues to
(ta  bla 2), las grá  fi  cas T2  y Y  res pon den  más  rá pi da men -
te que la grá  fi  ca M, sien  do me  jor la res  pues  ta de Y.
Con si de ran do  los  re sul ta dos  pre sen ta dos  en  el  aná li -
sis an  te  rior y to  man  do co  mo ba  se al ARL, se con  clu  ye
que nin  gu  na grá  fi  ca de con  trol es más efi  cien  te que las
otras dos ba  jo to  das las con  di  cio  nes de ope  ra  ción si  mu  -
la  das. Se ob  ser  va que la grá  fi  ca Y re  sul  ta ser más sen  si  -
ble pa  ra de  tec  tar cam  bios en las me  dias en sen  ti  do
opues  to al observado en la distribución de referencia.
Gráfica de control combi  nada
Con el pro  pó  si  to de dis  po  ner de un mé  to  do de con  trol
que sea más sen  si  ble a cual  quier con  di  ción de ope  ra  ción
de un pro  ce  so, se pro  po  ne una grá  fi  ca de con  trol ba  sa  da
en  la  com bi na ción  de  los  tres  es ta dís ti cos;  T2,  M  y Y. De 
acuer do  a  los  es ta dís ti cos  uti li za dos,  la  grá fi ca    pro pues -
ta  se  de no mi na  grá fi ca  de  con trol  com bi na da  TMY. El
ob je ti vo  de  la  grá fi ca  de  con trol  TMY  es  in cre men tar  la
sen si bi li dad  pa ra  iden ti fi car  cual quier  ti po  y  mag ni tud
de cam  bio en el vec  tor de me  dias. El pro  ce  di  mien  to pa  ra 
de sa rro llar  la  grá fi ca  de  con trol    TMY es el si  guien  te:
1. Estimar los parámetros del proceso m y S a partir
de la dis  tribución de referencia.
2. Calcular los LC para cada una de las tres gráficas
de con  trol.
3. Para cada nueva observación calcular los tres
estadís ticos.
4. Si cada estadístico es menor a su LC corres  pon  -
diente, el proceso está dentro de con  trol.
5. Si al menos un estadístico es mayor o igual a su LC
correspondiente, el proceso está fuera de con  trol.
Pa  ra mos  trar có  mo se cons  tru  ye la grá  fi  ca de con  trol
pro pues ta,  se  con si de ra  el  ca so  de  mo ni to rear  y  con tro lar  la
ca li dad  di men sio nal  de  un  sub en sam ble  en  un  pro ce so  au -
to  mo  triz pa  ra el cual se con  tro  lan p=8  va ria bles  crí ti cas
que  se  co rre la cio nan  en tre  sí.  Del  pro ce so  de  ma nu fac tu ra
se  iden ti fi ca  la  dis tri bu ción  de  re fe ren cia  y  se  com prue ba
que  los  da tos  si guen  una  dis tri bu ción  nor mal  mul ti va ria da
con  m y S  es ti ma dos  por  X y S, res pec ti va men te.  Da da  la
ma triz  de  va rian zas  se  cal cu lan  los  com po nen tes  prin ci pa -
les. Si  mu  lan  do el pro  ce  so se es  ti  man las me  dias de los com  -
po nen tes  prin ci pa les.  Los  lí mi tes  de  con trol  pa ra  ca da  es ta -
dís  ti  co es  tán ba  sa  dos en un error ti  po I de ta  ma  ño 0.0027.
El  lí mi te  de  con trol  pa ra  el  es ta dís ti co  T2 es el va  lor de c2
con ocho gra  dos de li  ber  tad y es igual a 23.5744. De una si  -
mu  la  ción con n=100,000 ré  pli  cas, el lí  mi  te de con  trol pa  ra
el  es ta dís ti co  M es 3.4943. De la fun  ción (7) pa  ra p=8 va  ria  -
bles,  el  lí mi te  de  con trol  pa ra  el  es ta dís ti co  Y es 3.5843. La
fi gu ra    2  mues tra  una  grá fi ca  de  con trol  com bi na da  TMY,
don  de se ob  ser  van sie  te se  ña  les fue  ra de con  trol. Las ob  ser  -
va  cio  nes 11, 14, 28  y  30  son de  tec  ta  das só  lo por la grá  fi  ca
de con  trol T2, la ob  ser  va  ción 2 es de  tec  ta  da por las grá  fi  cas
T2 y M, la ob  ser  va  ción 4 es de  tec  ta  da por las grá  fi  cas T2 y Y, 
y la ob  ser  va  ción 26 só  lo es de  tec  ta  da por la grá  fi  ca Y.
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Evalua  ción de la sensi  bi  lidad de 
la gráfica de control combi  nada TMY
Pa ra  eva luar  la  sen si bi li dad  de  la  grá fi ca  de  con trol
TMY, se co  rre una si  mu  la  ción pa  ra el ejem  plo del sub  -
en sam ble  au to mo triz,  con si de ran do  un  cam bio  en  di -
rec  ción opues  ta en las me  dias de dos va  ria  bles, cu  ya co  -
rre la ción  ba jo  con di cio nes  nor ma les  de  ope ra ción  del
pro ce so  es  po si ti va.  Co mo  an tes,  el  cam bio  se  mi de  en
fun ción  de  l.  Los re  sul  ta  dos se mues  tran en la ta  bla  3.
Los re  sul  ta  dos de la ta  bla 3 mues  tran que pa  ra pe  -
que ños  va lo res  de  l,  l<2,  la grá  fi  ca Y res  pon  de más rá  -
pi  da  men  te que las otras dos, y pa  ra va  lo  res gran  des de 
l, la grá  fi  ca M  res  pon  de me  jor que las otras. Si se ob  ser  -
va el ARL de la grá  fi  ca de con  trol com  bi  na  da TMY, és  ta
res  pon  de más rá  pi  da  men  te que ca  da una de las otras
tres en for  ma in  di  vi  dual.  La úl  ti  ma fi  la de la ta  bla 3 
mues tra  el  por cen ta je  de  de sem pe ño  de  la  grá fi ca  TMY,
con res  pec  to a la me  jor de las tres grá  fi  cas. Los por  cen  -
ta jes  mues tran  que  pa ra  pe que ños  y  mo de ra dos  va lo res
de  l, la grá  fi  ca TMY es más sen  si  ble que las otras tres.
Pa ra  cam bios  gran des,  l>3, el  de  sem  pe  ño de TMY no
es muy significativo.
La  grá fi ca  de  con trol  com bi na da  in cre men ta  la  sen si -
bi li dad,  pe ro  de sa for tu na da men te  in cre men ta  la  ta sa  de 
fal sas  alar mas,  so bre  to do,  cuan do  el  pro ce so  es tá  ba jo
con trol.  Sin  em bar go,  co mo  al gu nos  au to res  lo  plan -
tean, la efi  cien  cia de una grá  fi  ca de con  trol com  bi  na  da
de be  so bre pa sar  las  pér di das,  de bi do  al  in cre men to  en
las fal  sas se  ña  les fue  ra de con  trol (Wu, 1994-1995). 
Cuan  do los cos  tos de la ma  la ca  li  dad en am  bien  tes de
ma nu fac tu ra    exi gen tes  co mo  la  in dus tria  au to mo triz,
so bre pa san  los  cos tos  de  de te ner  el  pro ce so  e  in ves ti gar
las cau  sas de las se  ña  les fue  ra de con  trol, la grá  fi  ca de
con trol  com bi na da  TMY es una buena alternativa para
mantener la competitividad.
Conclu siones
En es  te tra  ba  jo se pre  sen  ta una nue  va grá  fi  ca de con  trol, 
la cual con  sis  te en una com  bi  na  ción de las grá  fi  cas T2,
M y Y. La  grá fi ca  pro pues ta  re ci be  el  nom bre  de  grá fi ca
de  con trol  com bi na da  TMY. El ob  je  ti  vo de és  ta es in  cre  -
men tar  la  sen si bi li dad  pa ra  de tec tar  cual quier  ti po  y
mag  ni  tud de cam  bio en el vec  tor de me  dias del pro  ce  so.
El ARL de la grá  fi  ca de con  trol TMY in di ca  que és  ta res  -
pon  de más rá  pi  da  men  te que ca  da una de las tres grá  fi  -
cas en for  ma in  di  vi  dual. El uso de grá  fi  cas de con  trol
com  bi  na  das co  mo es el ca  so de la grá  fi  ca TMY, in  cre  -
men ta  la  sen si bi li dad  de  las  grá fi cas,  pe ro  de sa for tu na -
da men te  in cre men ta la ta sa de  se ña les  fue ra de  con trol. 
En  la  in tro duc ción  se  men cio na  que  al gu nos  ex per -
tos pro  po  nen el uso com  bi  na  do de  una grá  fi  ca T2 Ho te -
lling con una grá  fi  ca MEWMA o MCUSUM pa  ra de  tec  -
tar cual  quier mag  ni  tud de cam  bio en el vec  tor de me  -
dias  del  pro ce so,  lo  an te rior  tam bién  in cre men ta  la  ta sa
de se  ña  les fue  ra de con  trol. Sin em  bar  go, cuan  do  los
cos  tos por pa  ros de lí  neas de pro  duc  ción, de  fec  tos, re  -
tra ba jos  y  ga ran tías  son  prohi bi ti vos,  co mo  en  los  am -
bien tes    de  ma nu fac tu ra  del  sec tor  au to mo triz,  la  grá fi -
ca  de  con trol  com bi na da  TMY es una buena estrategia
de monitoreo y control dimensional de los productos.
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